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1. Ceros y singularidades de una funcién 1.2 Ceros de una funciéon

1. Ceros y singularidades de una funcién

1.2 Ceros de una funcién

Definicion Se dice que zy € C es un cero de una funcién f si f € H({z}) y f(z) = 0.
Si ademas verifica f/(zp) = --- = f(" " Y(z) = 0y fM(z) # 0 se dice que z, es un cero
de f de orden m € N. Si m =1, también se llama cero simple.

Se denota C(f) = {z € C: z es un cero de f}.

Ejemplo 1. Si f(z) = zsenz = C(f) = {kn : k € Z}, con z5 = 0 un cero de orden 2
y zx = km cero simple Vk # 0.

Proposicion 1. (Caracterizacion de los ceros de orden m) Sea f € H({z}). Se verifica:
zg es un cero de orden m de f siy sélo si existen R > 0y g € H(D(z, R)), con g(z) # 0,

tales que
f(z) = (z—2)"g(z), Vz € D(z,R).

Observacion: El orden del cero de un polinomio p(z) coincide con el de su multiplicidad
como raiz de la ecuacién p(z) = 0.

Ejemplo 2. Dada f(z) = z3¢*™ se tiene que C(f) = {0} y zp = 0 es un cero de orden
3 de f.
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1. Ceros y singularidades de una funcién 1.2 Singularidades de una funcién
Proposicion 2. Si zy es un cero de f, entonces f es nula en algln disco centrado en zy
6 zg es un punto aislado del conjunto C(f), es decir, 3R > 0 tal que f(z) # 0 para todo
z € D*(z0, R).

1.2 Singularidades de una funcién

Definiciéon. Una funcién f tiene una singularidad en z; € C, 6 z, es un punto singular
de f, si f no es holomorfa en z, pero YR > 0 existe zg € D(zy, R) tal que f € H({zr}).

Se denota
S(f) ={z € C: z es singularidad de f}.

Sea zy € S(f), se dice que zy es una singularidad aislada de f si 3R > 0 tal que
f € H(D*(z, R)), esto es, zy € I(5(f)).

Ejemplo 3. Clasificacién de singularidades en aisladas y no aisladas de las funciones:

a) f(z):ﬁ. b) f(2) = Logz ¢) f(z) = cot (g)
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1. Ceros y singularidades de una funcién 1.2 Singularidades de una funcién

Clasificacion de las singularidades aisladas
Dada una funcién f, se tiene:

Si 25 € I(S(F)) = 3R > 0t.q. f(2) = éan(z )+ i:j ey "D R)

Entonces:
oo

> ap(z—2z)" es la parte regular de f en zy; define una funcién holomorfa en D(zy,R).
n=0

o0
> (Za_‘zg)n es la parte principal o singular de f en zy; informa del comportamiento de
=1

f cerca de zy, permitiendo la clasificacion:
i) Si a_, =0 para todo n € N = z, es una singularidad evitable de f .
i) Sidme Ntalquea_,, #0ya_, =0V¥n > m = z es un polo de orden m de f.

Si I{nk}2; C N estrictamente creciente

iii) tal que a_p, #0Vk €N } —> Z; es una singularidad esencial.

Ejemplo 4. Clasificacién de las singularidades aisladas de las funciones:

a) f(z) = il b) f(z):% c) f(z) = ez
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1. Ceros y singularidades de una funcién 1.2 Singularidades de una funcion

Proposicion 3. (Caracterizacién de singularidades evitables) Dada una funcién f, si
7o € 1(5(f)) entonces son equivalentes:
i) zo es una singularidad evitable de f.
ii) Existe z||_>n; f(z) y es un nimero complejo.
0

iii) El mddulo de f es acotado en un disco perforado de centro z.

. f(z) si z # 2y
Corolario 3.1 Si z, es singularidad evitable de f = f(z) =
es una funcién holomorfa en z.

Ejemplo 5. Dada f(z) = £ 1, 2, = 0 es una singularidad evitable de f.

lim f(z) siz=z
zZ—29

Proposicion 4. (Caracterizauon de polos de orden m) Dada un funcién f, si zy € I1(S(f))
son equivalentes:

i) zo es un polo de f de orden m € N.
i) 3R >0y Jg € H(D(z, R)) tales que g(z) #0vy f(z) = % Vz € D*(z, R).
iii) lim f(z) =oc0y lim(z—2z)™f(z) € C\ {0}.
Z—2Z) Z—2Z)

Corolario 4.1 (Caracterizacién de los polos) Dada una funcién f, si zg € I(S(f)) se

verifica: Zg es un polo de f <= lim,,,, f(z) = .

1. Ceros y singularidades de una funcién 1.2 Singularidades de una funcién
Observacion: Si z, polo de orden m de f y a_, coeficiente de (z — z5)~" en la serie de

Laurent de f en torno a zy, entonces .
0 sin>m

lim(z — z)"f(z) =< a., sin=m
Z— 2 A
00 sin<m,

Ejemplo 6. Clasificacion de singularidades aisladas:
Cos z tanz

a) f(z) = (27— 7 b) f(z) =

Proposicion 5. (Caracterizacién de las singularidades esenciales: Teorema de
Casorati-Weierstrass) Sean f una funcién y zg € 1(S(f)). Son equivalentes:

i) zp es una singularidad esencial de f.

ii) Para todo R > 0, f(Dom(f) N D*(z,R)) = C.
iii) No existe lim,_,,, 7(z2).
Ejemplo 7. La funcién f(z) = sen (-2

) tiene una singularidad esencial en zy = 7i.

Teorema grande de Picard. z es singularidad esencial de una funcién f si y sélo si
la imagen por f de cada disco perforado de centro zy es todo C, salvo quizas una Unica

excepcidn, y cada valor es alcanzado por f infinitas veces.
6/15



1. Ceros y singularidades de una funcién 1.3 Relaciones entre ceros y singularidades

1.3 Relaciones entre ceros y singularidades
Ceros, singularidades evitables y polos

Proposicion 6. Sean fi,f, € H({z}) tales que fi(z) # 0. Entonces, z es un cero de
orden m de £, si y sélo si zy es un polo de orden m de f, /1.

Corolario 6.1 Sean zy € C y una funcién f, se verifica:

1. Si zy cero de orden m de f = z, polo de orden m de 1/f.

2. Si z polo de orden m de f = z; singularidad evitable de 1/f.La extensidn
holomorfa de 1/f a z, tiene un cero de orden m en z.

Ejemplo 8. Clasificacién de las singularidades de f(z) =

tanz
(4z—m)2z"

Aplicacién: Singularidades de las funciones racionales

Si p(z) y q(z) polinomios y f(z) = 58 —> S(f) = C(q). Sea z, € C(q) de orden m,

se verifica:
1. Si p(z9) # 0 = z, polo de orden m de f.

singularidad evitable de f  sin>m

polode orden m—ndef sin<m

23— (1+42i)2%+(2i+3)z—3
(z—1)(z2+9)?

2. Si zg € C(p) con orden n = zg {

Ejemplo 9. Clasificacién de las singularidades de f(z) =
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1. Ceros y singularidades de una funcién 1.4 Singularidades y el punto del infinito
Ceros y singularidades esenciales
Proposicién 7. Sean zp € C, R > 0y f € H(D*(z, R)) no idénticamente nula. Si z
es un punto de acumulacién de ceros de f, entonces zy es una singularidad esencial de f.

Ejemplo 10. El punto z5 = 0 es una singularidad esencial de f(z) = sen %

1.3 Singularidades y el punto del infinito

Definicién. Sea f € H(C\ D(0, R)), para algiin R > 0, y sea fy = f o Z, donde T es la
inversién Z(z) = 1/z. Entonces:
1. f es holomorfa en oo si zy = 0 es una singularidad evitable de f7.
2. oo es un polo de orden m de f si zg = 0 es un polo de orden m de f;.
3. oo es una singularidad esencial de f si zp = 0 es una singularidad esencial de f7.
Observacién: Si f € H(C\ D(0, R)) y su desarrollo en serie de Laurent en C\ D(0, R)
d_p .
es f(z) =) panz"+> o) S |z| > R, entonces
o Sia,=0Vne N = f es holomorfa en co.
e Sidme Ntal que a,, #0y a, =0Vn > m = oo es un polo de orden m de f.
o Si I{nk}32; C N estrictamente creciente tal que a,, # 0Vk € N = 0o es una
singularidad esencial de f.

8/15

2. Residuos 2.1 Residuo de una funcién en un punto

Ejemplo 11.
a) f(z) = 2tl es holomorfa en ooc.

b) oo es un polo simple de f(z) = 32;5
c) oo es un polo de orden 3 de f(z) = 23 +2z —|.

d) oo es una singularidad esencial de f(z) = sen z.

2. Residuos

2.1 Residuo de una funcién en un punto

Definicién. Si zy € C es una singularidad aislada de una funcién f, se llama residuo de
f en zj, y se denota Res(f; zp), al coeficiente a_; del desarrollo de Laurent de f en torno
a zg, esto es, en un disco perforado de centro z.

Ejemplo 12. Dada f(z) = e'/%’, se tiene Res(f;0) = a_; = 0.

Proposicion 8. Si z, es una singularidad aislada de f se verifica

Res(f; zp) = a1 = %/f(z)dz,
r

donde I es un contorno simple, cerrado y positivamente orientado tal que zy € Int(l') y

feH(Int(MN)\ {z}).
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2. Residuos 2.1 Residuo de una funcién en un punto

Ejemplo 13. Dada f(z) = zfzm., si [ es un contorno simple, cerrado y positivamente

orientado tal que 7/ € Int(l"), se tiene

Res(f;wi):%/ € dr=-1.
i Jr z —7i

Observacion: La teoria de residuos es (til para el cdlculo de integrales de contorno. Por
ejemplo, si I es un contorno simple, cerrado y positivamente orientado tal que 0 € Int(I")
entonces

/e1/22dz = 27i Res(f;0) = 0.
.
La proposicion 8 permite extender la definicién de residuo de una funcién al punto co.

Definicién. Si f € H(C \ D(0, R)), para algin R > 0, se define el residuo de f en el
punto oo, y se denota Res(f; oc), como el nimero complejo
1
ReS(f; OO) = —Tm[f(Z)dZ,
donde I € C\ D(0, R) es un contorno simple, cerrado y positivamente orientado tal que
0 € Int(r).
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2. Residuos 2.1 Residuo de una funcién en un punto

Ejemplo 14. Dada f(z) = © -, si Cg es la circunferencia de centro el origen y radio
z—mi
R > 7 recorrida una vez en sentido positivo
1 e?
Res(f; 0) = —— dz = 1.

27 Jep 2 — I
Nétese que Res(f; 00) = — Res(f; 7).
Observacion: Si f € H(C) = Res(f; o0) = 0.
Proposicién 9. Si f € H#(C \ D(0, R)), con R > 0, se verifica:

) e (5 (1) 0).

Ejemplo 15. Célculo del residuo de f(z) = e/? en co mediante el residuo de la funcién

1 1 e
;f(;) :ﬁenZ():O.

11/15

2. Residuos 2.2 Calculo de residuos

2.2 Calculo de residuos

Proposicion 10. Sea zy € C singularidad aislada de una funcién f. Se verifica:
1. Si z, es singularidad evitable = Res(f, z5) = 0.

2. Si zg es polo simple = Res(f, z5) = ZI|_>rT;0(z — 20)f(2).

' 1 . dm—l
3. Si z es polo de orden m > 1 = Res(f, z5) = (m— 1] le_)nlo ) ((z — z0)"f(2)).
f‘
Preposicion 11. Si f(z) = ;Ezg siendo f1, f, € H({z}) tales que fi(z) # 0, f(z) =0
2\ Z
y f;(z0) # 0, entonces z, es un polo simple de f cuyo residuo es
fi(20)
Res(f = .
=)= )
Ejemplo 16. Calculo de los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades.
iz+1 22— (1+2)22+(2i+3)z -3
f(z) = . b) f(z) = :
) &) =77 ) F(2) (z - )2+ 9)
tanz 2247

c) f(z) = ———. d)f(z)=

(4z — 7)%z

ez+1°
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2. Residuos 2.3 Teorema de Cauchy de los residuos
Teorema de Cauchy de los residuos. Sea ' C C un contorno simple, cerrado y
positivamente orientado. Si z,...,z, € Int(l') son singularidades de una funcién f y

feH <m\ {z1,... ,z,,}), entonces
/ F(z)dz = 270 3° Res(f, z0).

r k=1
Ejemplo 17. Aplicacién al célculo de las siguientes integrales:

a) fr %dz, donde I es la circunferencia centrada en 0 y radio 2 recorrida una

vez en sentido positivo.

b) |- Z;Lffdz, donde I" es la circunferencia centrada en 0 y radio 47 recorrida una vez
en sentido positivo.

Corolario. Si z,...,z, € C singularidades de f tal que f € H(C\ {z,...,z,}). Se

verifica
> Res(f, z¢) + Res(f, 00) = 0.
k=1

z+1
Ejemplo 18. Cdlculo del residuo de f(z) = IZ +1 en oo.
Z —
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3. Lemas de Jordan

3. Lemas de Jordan

Lema 1. Sean Ry, 01,0, € R tales que Ry >0y 0<6; <0, <2rm. Sif esuna funcién
definida y continua en el sector S(Ro,01,62) = {Re™ : R> Ry A 0; <t < 6,} tal que
lim zf(z) = wp, entonces
Z—00

R—o00

lim / f(z)dz = iwg(02 — 61),
CR(91792)

donde Cg(01,0,) es el arco de la circunferencia positivamente orientada con centro zo = 0
y radio R comprendido en el sector S(Ry, 01, 02).

Lema 2 (Lema de Jordan).
Sean a, Ry, 01,0, € R talesque a >0, Ry >0y 0 <6 <0, <m. Sif esuna funcién
definida y continua en el sector S(Rp, 01,62) = {Re™ : R > Ry A 61 <t < 6,} tal que

lim f(z) =0, entonces
Z—00

lim / f(z)e?2dz =0,
R—o0 CR(91192)

donde Cg(01,0,) es el arco de la circunferencia positivamente orientada con centro zo = 0
y radio R comprendido en el sector S(Ry, 01, 6>).
Nota: El lema también se verificasi —m < 6; <6, <0y a<D0. 14/15
3. Lemas de Jordan

Lema 3.
Sean zy € C, Ry, 01,0, € R talesque Ry >0y 0 < 6; <60, <2m. Si f es una funcién
definida y continua en el sector S(zp; Ry, 61,02) = {zo+re® : 0 <r < Ry A 61 <t <6}
tal que lej; (z — z0)f(z) = wy, entonces

0

lim / f(z)dz = iwg(02 — 61),
Cr(20;01,62)

r—0

donde C,(zo; 61,6>) es el arco de la circunferencia positivamente orientada con centro z
y radio r comprendido en el sector S(zo; Ry, 01, 62).
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